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Abstract— This study analyzes the representation of Coons surfaces using B-Spline, implementing algorithms in Python for their
visualization and manipulation. B-Spline basis functions and the Oslo Algorithm are employed to enhance the precision, continuity, and
adaptability of surfaces without altering their geometry. The conversion of Coons surfaces to B-Spline optimizes flexibility in Computer-Aided
Geometric Design (CAGD). These surfaces are crucial as they allow for smooth surface interpolation from boundary curves, facilitating
applications in structural simulation, digital animation, and industrial design. The results demonstrate that the B-Spline-based formulation
improves control over surface interpolation without requiring additional structures. Furthermore, these geometric modeling techniques
highlight Python as an accessible tool for research and education, as understanding these mathematical aspects enhances the representation
of curves and surfaces in computational geometric modeling.
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Resumen— Este estudio analiza la representacion de superficies de
Coons mediante B-Spline, implementando algoritmos en Python
para su visualizacion y manipulacion. Se emplean funciones base B-
Spline y el Algoritmo de Oslo para mejorar la precision, continuidad
y adaptabilidad de las superficies sin alterar su geometria. La
conversion de superficies de Coons a B-Spline optimiza la
flexibilidad en el disefio geométrico asistido por computadora
(CAGD), estas superficies son importantes porque permiten
interpolar superficies suavemente a partir de curvas limite,
facilitando su aplicacion como simulacion estructural, animacion
digital y disefio industrial. Los resultados evidencian que la
formulacién basada en B-Spline mejora el control sobre la
interpolacion de superficies sin la necesidad de estructuras
adicionales. Ademas, estas técnicas del modelado geométrico asistido
por computa, se destaca su uso de Python como herramienta
accesible para la investigacion y la educacion, ya que entender estos
aspectos matematicos mejora la forma de representar curvas y
superficies en el modelado geométrico computacional.

Palabras clave- Funciones Base B-Spline, Algoritmo de Oslo,
Superficies Coons, Superficies regladas, Modelado Geomeétrico.

I. INTRODUCCION

Los astilleros fueron pioneros en la mecanizacion del
modelado matematico de superficies, desarrollando técnicas
como las superficies lofted. En la década de 1960, la industria
automotriz 'y aerondutica adoptdé computadoras para
automatizar el disefio, sustituyendo modelos en arcilla por
métodos digitales [1]. Figuras clave como Pierre Bézier
(Renault), Paul de Casteljau (Citroén), Steven Coons (Ford), y
William Gordon y Richard Riesenfeld (General Motors)
impulsaron avances en el modelado de curvas y superficies,
junto con James Ferguson en la aeronautica [2,3]. En 1974, este
campo se consolidé como Disefio Geométrico Asistido por
Computadora (CAGD). Con el desarrollo del hardware en los
afios 80, las técnicas de CAGD permitieron en los 90 la creacion
de efectos visuales en peliculas como Jurassic Park,
evolucionando hasta la animacion digital completa en filmes
como Toy Story, Buscando a Nemo y Shrek [4].

Las superficies B-spline son esenciales en el modelado
geométrico y el procesamiento de imagenes, ya que facilitan
representaciones fluidas y continuas de geometrias complejas.
En CAD, se utilizan para reconstruir superficies complejas
como cascos de barcos mediante técnicas de reparametrizacion
[5]y en el procesamiento de imagenes facilitan la aproximacion
y el filtrado de datos, mejorando la calidad y eficiencia

computacional [6]. Entre sus ventajas, destacan su continuidad
sin restricciones, lo que las hace ideales para disefios de
superficies de forma libre [7], y recientes avances en algoritmos
garantizan una correcta topologia en intersecciones de
superficies, abordando desafios en sistemas CAD [8].

Las superficies de Coons, cuando se expresan como
superficies B-Spline, combinan las ventajas de ambas
formulaciones para lograr representaciones suaves y flexibles
en aplicaciones de CAGD. Existen trabajos de mucha
aplicabilidad como la reconstruccion de superficies con curvas
B-spline, que se basa en ajustar puntos de datos limite y
proyectar puntos internos sobre una superficie de referencia,
optimizando el ajuste mediante minimos cuadrados iterativos,
lo que permite modelar superficies de Coons bilineales para
datos dispersos [9]. En otro estudio en el contexto de elementos
finitos, la interpolacion de Coons permite derivar funciones de
forma isoparamétricas utilizando estrias B-spline en los bordes
de los parches, mejorando la precision en el analisis estructural
[10]. Ademas, lograr la continuidad G2 en superficies B-spline
es esencial para garantizar transiciones suaves en modelos con
mallas cerradas y geometrias complejas, lo que se logra
estimando derivadas tangenciales y asegurando compatibilidad
de condiciones [11]. Sin embargo, a pesar de sus ventajas en
flexibilidad y suavidad, estas superficies pueden generar una
mayor complejidad computacional, especialmente cuando se
requiere mantener altos niveles de continuidad en geometrias
intrincadas.

Boehm [12, 13, 14] introdujo la inserciéon de nodos en
curvas B-spline, lo que permitio una mejor adaptabilidad en el
refinamiento de superficies sin alterar su estructura general.
Este concepto es crucial en la conversién de superficies de
Coons a B-spline, ya que permite la manipulacion de mallas de
control para ajustarse a geometrias definidas por condiciones de
contorno especificas. En este mismo sentido, Boehm [15, 16,
17] abordd la generacion de curvas y superficies con
continuidad de curvatura, un aspecto esencial para la transicion
entre distintos tipos de superficies en CAD, asegurando
suavidad y precision en la interpolacién de datos geométricos.

Las técnicas de calculo con Spline [18] y los métodos
eficientes de evaluacion de Spline [19] han proporcionado
herramientas fundamentales para el modelado de superficies B-
spline que pueden expresar, con gran fidelidad, la flexibilidad
de una superficie de Coons original. Dado que las superficies
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de Coons utilizan interpolaciones basadas en curvas de
contorno, su representacién mediante B-Spline requiere una
parametrizacién cuidadosa para garantizar la correcta transicion
entre los parches que la conforman. Esta necesidad ha sido
abordada en estudios sobre interpolacidon y refinamiento de
superficies en el ambito del CAGD [20], quienes realizaron una
revision exhaustiva sobre métodos de curvas y superficies
aplicados en este contexto.

Otro aspecto importante es la representacion de superficies
triangulares mediante Spline [17], donde se exploran nuevas
estructuras de interpolacion para superficies con topologias mas
complejas. Esta linea de investigacion se vincula directamente
con la conversion de superficies de Coons en estructuras B-
Spline, ya que una de las principales limitaciones de las
superficies de Coons es su dependencia de la interpolacion en
cuadrilateros, mientras que las superficies B-Spline pueden
extenderse a estructuras mas generales, como mallas
triangulares o combinaciones de parches NURBS.

Existen estudios donde se aplican los métodos numéricos
aplicados a Spline [21] que ha facilitado la optimizacion de
algoritmos computacionales para la manipulacion de
superficies en entornos de modelado digital. Estos métodos han
mejorado significativamente la precision y eficiencia de las
representaciones geométricas, permitiendo que las superficies
de Coons sean expresadas y manipuladas como superficies B-
Spline sin perder las propiedades geométricas esenciales que las
caracterizan. Asi, la convergencia de estos estudios ha
permitido la evolucion del modelado geométrico, ofreciendo
representaciones mas flexibles y computacionalmente
eficientes en el disefio asistido por computadora.

Este trabajo explora la construccion de Superficies Coons
expresadas como Superficies B-Spline en Python, integrando
fundamentos mateméticos con aplicaciones précticas.
Implementado en Python mediante Jupyter Notebook, permite
modelar y visualizar estas superficies. Mé&s alla del modelado
geomeétrico, también refuerza la comprension matemaética a los
estudiantes [22, 23, 24].

Ademas, su uso en educacion fomenta un aprendizaje
practico e interdisciplinario, mostrando su relevancia en areas
como ingenieria, arquitectura y graficos computacionales,
promoviendo Python como herramienta esencial en el ambito
académico y profesional [25, 26, 27, 28].

El desarrollo enfatiza el uso de software libre para destacar
las nociones matemaéticas y facilitar su implementacion en
entornos educativos y profesionales. Python, reconocido por su
sintaxis clara y versatilidad, ha ganado gran popularidad en los
ultimos afios, siendo una herramienta accesible para modelado
geométrico y simulaciones avanzadas [29, 30].

Este trabajo explora la construccion de superficies de
Coons representadas como superficies B-Spline, integrando
fundamentos matematicos con aplicaciones practicas mediante
Python en Jupyter Notebook. Esta implementacion permite
modelar y visualizar superficies de forma intuitiva e interactiva,
lo que a su vez refuerza la comprension matematica de los
estudiantes [18, 19, 20].

La eleccion de Python sobre lenguajes como C o C++
responde a su sintaxis clara, que reduce la curva de aprendizaje
y permite centrarse en los conceptos geométricos sin la
complejidad de la gestidbn de memoria o sintaxis verbosa.
Aunque C/C++ ofrecen mayor velocidad, Python acelera el
desarrollo y resulta mas accesible para estudiantes y docentes.

Su robusto ecosistema de bibliotecas cientificas como
NumPy, SciPy y Matplotlib facilita tanto las operaciones
numéricas como la visualizacion grafica. Reproducir estas
funcionalidades en C/C++ implicaria un esfuerzo considerable.
Ademas, el uso de Jupyter Notebooks promueve un enfoque
interactivo y visual del aprendizaje, dificil de lograr en entornos
tradicionales [21, 22, 23, 24].

El trabajo también destaca el valor del software libre para
facilitar la implementacién educativa y profesional. Python,
ampliamente adoptado por su versatilidad, es una herramienta
clave para el modelado geométrico y simulaciones avanzadas
en disciplinas como la ingenieria, la arquitectura y los graficos
computacionales [25, 26].

Il. SUPERFICIES DE COONS A TRAVES DE B-SPLINE

Los siguientes conceptos matemaéticos se han recopiado de
[31, 32, 33, 34, 35 ,36].

A. Funciones bases B-Spline

Un B-spline, también conocido como base-spline, es una
curva que interpola entre un conjunto de puntos de control.
Ademas, incorporamos ciertos valores numéricos, conocidos
como nudos (knots), para mejorar nuestro control sobre la
forma de la curva [37].

Asi, las funciones B-spline exhiben un nivel més alto de
sofisticacion matematica en comparacion con otros tipos de
spline. Las funciones B-spline se utilizan comUnmente para
resolver problemas de valores iniciales y de contorno debido a
sus fuertes propiedades geométricas y su capacidad para
proporcionar soluciones precisas en lugares fuera de la malla en
el dominio espacial [33].

Sea T = {to ti,ts...,t_1,t} UNa sucesibn no
decreciente de nimeros reales llamada nodos. T es llamado
vector nodo. La i-ésima funcion base N;,(t) de orden k (o
equivalentemente, grado k — 1) se define mediante la relacion
recursiva

1t;,<t<t
N, = =% ="r+1 1
Lo {0 En otro caso @)
y
t—t; ti+tk—t
Nip(t) = ———Nj1(t) + ———— Niz14-1(t) 2
tivk—1—t; tivk—ti+1

Para k> 1. En la definicion anterior, se aplica la
., 0
convencion - = 0.
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B. Curvas B- Spline

Las curvas B-Spline, su flexibilidad permite transiciones
suaves y un control preciso de la forma, lo que las hace ideales
para diversas aplicaciones. Se aplican ampliamente en diversas
areas debido a su capacidad para modelar formas complejas con
precision y suavidad. En el disefio asistido por computadora, se
utilizan en arquitectura e ingenieria para generar superficies
detalladas y estructuras complejas de manera eficiente [38]. En
la animacion, permiten la creacion de movimientos fluidos y
naturales, facilitando el control preciso de trayectorias y
mejorando la calidad visual en producciones digitales [38].
Ademés, en el procesamiento de iméagenes, las B-spline son
esenciales para representar caracteristicas curvilineas con alta
fidelidad, optimizando la vectorizacién de imagenes
rasterizadas y permitiendo su uso en aplicaciones como el
disefio de logotipos y la digitalizacion de planos [39].

Una curva B-Spline C(t) de orden k se define como

C(8) = Xiso PiN;x () 3

donde los Pi son puntos de control en 3Dy los {N; ;(t)} son
las funciones base B-spline normalizadas de orden k definidas
en la ecuacion 2. Como se sabe, para cualquier curva B-spline
de orden k, el niumero de puntos de control (n + 1) y el
nimero de nodos (r + 1), estan relacionados mediante la
expresion r = n + k.

C. Superficie B- Spline

Las superficies B-spline son una herramienta fundamental
en el disefio asistido por ordenador (CAD) y el procesamiento
de imagenes, ya que ofrecen flexibilidad y precision a la hora
de modelar geometrias complejas. Estas superficies se definen
mediante puntos de control y funciones bases, lo que permite
obtener representaciones fluidas y continuas.

Una Superficie B-spline producto tensor se define como

S(w,v) = Xizo Xjto Py jNix WN;, (v) 4)

donde los P; ; forman la malla o red de control en 3D, y
N;x(w), N;,(v) son las funciones base B-spline normalizadas
de orden k y [ en las direcciones u y v, respectivamente,
definidas sobre los vectores nodo U = {w;}i—o Y V = {v;}j=0-

D. Superficies de Coons

Este tipo de superficie se basa en la labor pionera de Steven
Anson Coons, en la década de los 60" del siglo pasado, cuando
trabajaba para la Compafila Automovilistica Ford.
Comenzamos con el estudio de la superficie lineal de Coons,
que es una generalizacion de las superficies lofted. Este tipo de
superficie, también conocida como parche de Coons, se define
por cuatro curvas frontera de la forma
S(u,0),S(u, 1),5(0,v),S(1,v), como se muestra en la Fig. 1.

Naturalmente, las curvas fronteras se cortan en las esquinas, por
lo que estos puntos son conocidos implicitamente.

Steven Coons buscé una expresion S(u,v) de una
superficie, tal que satisfaga las siguientes condiciones

Jsunk-
 —

- S(1,0)

Fig. 1 Curvas frontera de una superficie

S(1,v)

S(0,v)

1. Que sea simétrica en las variables u y v
2. Que sea una interpolacion de S(u,0), S(u,1) en la
direccion u y de S(0, v), S(1, v) en la otra direccion v.

Coons encontré una solucidn tan simple en s6lo dos pasos.
El primer paso, es construir dos superficies regladas con dos
pares de curvas frontera, opuestas entre si: {S(u,0),S(u, 1)}y
{5(0,v),S5(1,v)}. Tal que

P.S=0-u)S,v) +uS(1,v) (5)
_ S(0,v)
=[1-u u] [S(l,v)
y

P,S =S(u,0)(1 —v)+Su, v (6)

= 5@ 0 s@I[' "]

El segundo paso es intentar crear provisionalmente la
superficie S(u, v) sumando P,Sy P,S

Sw,v) =P, S+ P, ©)
=1 -uw)S,v)+uS,v)
+S(w,0)(1—v)+ S, Vv

Es evidente que ésta no es la expresién que estamos
buscando, ya que no converge en las curvas fronteras; es decir,
no las interpola.

Por ejemplos, para u = 0 queremos que S(u, v) converja a
la curva frontera S(0,v). La suma anterior, sin embargo,
converge a

S5(0,v) =500,v) +5(0,00(1 —v) +S(0,1)v (8)

Por lo tanto, tenemos que restar la expresion S(0,0)(1 —
v) + 5(0,1)v. Del mismo modo, para u = 1, la suma converge
a

S(L,v) = S(1,v) + S(1,0)(1 — v) + S(1,1)v )

Por lo tanto, tenemos que restar la expresiéon S(0,0)(1 —
v) +S(1,1)v. Ademés, para v = 0, se tiene que restar
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S5(0,0)(1 — u) + S(0,1)uy parau =1, tenemos que restar la
expresion S(0,1)(1 — uw) + S(L,Du.

Note que $(0,0),5(0,1),5(1,0),5(1,1) son los puntos de
interseccion de las curvas. Para una mejor lectura se pueden
denotar como: Sy, So1, S10, S11-

En la actualidad, este tipo de superficie se conoce como
Superficie Lineal de Coons; se representa como

S(u,v)=P15+P25_P1P25 (10)

La expresidn anterior se puede expresar como suma Boleana

PS = P,S ® P,S (11)
=P15+P25—P1P25
Donde

P1PZS = 500(1 - u)(l - V) + 501(1 - u)v (12)

+510u(1 - V) + Slluv
_ Soo 501] 1-v
B [1 u u] [510 Si1 [ v ]

Note que P,S y P,S son superficies lofted, mientras que
P; P,S es una superficie bilineal. Finalmente, la expresion es:

S(u,v)=P15+P25_P1P25 (13)

=[1-u u] Eg: :3] +[S(w,0) S(u,1)] [1 ;v]

Soo So1][1—v
—[1—u u][Sw 511][ v ]

Simplificando y reordenando la ecuacion, se obtiene que

S(u,v) es
—Se0  —So1 SOV)[11-v
[1—u u 1] =S =S S(1, V)‘ [ v l (14)
S(u,0) S(u,1) (0,0,0) 1

La ecuacién 13 es mas util que la ecuacion 14, ya que
muestra como la superficie se define en términos de los dos
pares baricéntricos [1 —u u] y[1—v wv]. Las cuales son
las funciones base de Bernstein de la superficie lineal de Coons.
Es posible tomar otros pares de funciones baricéntricas
[i(w) f,)]y [9:(v) g.(v)], que pueden servir como
funciones base; con las que se puede construir superficies de
Coons més generales. Estas funciones base deben satisfacer las
siguientes condiciones:

f1(0) =1,£(1) =0,£,(0) =0 (15)
=1+ f(w) =1

91(0) =1,9,(1) = 0,9,(0) =0,

9.1 =1,9,(v) + g,(v) = 1

E. Insercion de Nodos

La insercién de nodos es un proceso mediante el cual se agrega
un nuevo nodo a la secuencia de nodos de una B-Spline sin
alterar la forma de la curva o superficie. Esta técnica es esencial
para operaciones como el refinamiento local y la subdivision
adaptativa, ya que permite aumentar la flexibilidad del modelo
sin modificar la geometria original. El procedimiento implica la
computacion de los puntos de control, lo que permite una
transicion suave en la estructura de la curva.

Considere un Spline

C(w) = XN (W) (16)
sobre la secuencia de nodos a;. Sea @; un refinamiento de a;,
esto es, la secuencia de nodos &; contiene a a;, como una

subsecuencia. Ver Fig. 2.

refinada

inicial aq ay as a4
Fig. 2 Refinamiento de una secuencia de nodos.

Sea IVj(u) el B-Spline de grado n sobre @;, ..., @41, ENtONCES
s(u) se puede rescribir como

Cw) =%;¢ Ny(w (17)

La mejor manera de calcular los ¢; es a traves de la insercion
repetida de nodos simples, esto es: se inserta un nodo en cada
paso [13]. Supongamos entonces que d; se obtiene a partir de
a; por insercion de un solo nodo a. Desplazando el indice de
ser necesario, podemos suponer que @ = Ay Yy an < a <
an.1. Entonces se obtiene

¢ paraj <0
¢ =4¢-1" (1 - aj) +¢a paraj=1,..,n (18)
Cj—1 paraj=>n+1
Donde
_ 89
A p— (19)

Es la coordenada local de @ con respecto al soporte [aj, aj+n]
de N;". La Fig. 3 muestra una ilustracion paran = 3
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ay ap Qn+1 A2p

Fig. 4 Insercion de un nuevo nodo

F. Algoritmo de Oslo

El algoritmo de Oslo es un método eficiente para llevar a
cabo lainsercién de nodos en B-spline. Su ventaja radica en que
minimiza el costo computacional al recalcular progresivamente
los coeficientes de control sin necesidad de recomputar toda la
curva o superficie. Es ampliamente utilizado en aplicaciones de
refinamiento de mallas y en la representacion precisa de
superficies complejas, permitiendo ajustes locales de forma sin
comprometer la estructura general. Aunque usualmente la
insercion repetida de nodos simples es en general el mejor
método [40] para calcular los puntos de control con respecto a
cualquier refinamiento &; de a;, también se puede calcular cada
punto c;a traves de la generalizacion del algoritmo de de Boor

Para calcular ¢; se requiere algin intervalo internodal
[ak, ax+1] cuya interseccion con el soporte [@;, @441 de N*
sea no vacia, tal como se ilustra en la Fig. 4. Entonces, cada
punto de control

& = sk@js1s ) Gjan) (20)
puede calcularse usando el algoritmo generalizado de de Boor.
Esta relacion de recurrencia para c; fue descubierta por Cohen,
Lyche y Riesenfeld en Oslo en 1980, y se denomina el
algoritmo de Oslo [41]. Note que las combinaciones afines en
el algoritmo de Oslo en general pueden no ser convexas. En
consecuencia, se requieren mejoras adicionales para evitar
combinaciones no convexas.

a; ar, Qi1 Ajtn+1

Fig. 3Eleccion de a,, para la construccién de ¢;

G. Elevacion de grado

La elevacién de grado es un proceso que incrementa el
grado de una B-spline mientras mantiene inalterada su
geometria. Esto es especialmente Util para mejorar la
continuidad entre diferentes curvas o superficies y para la

conversion de representaciones de menor grado a formatos de
mayor compatibilidad en el modelado computacional. Al
aumentar el grado, se introducen nuevos puntos de control que
preservan la forma original, proporcionando mayor flexibilidad
en el refinamiento de modelos.

Todo Spline de grado n

s(u) = Xy eiNi* (W) 1)

Sobre una secuencia de nodos a; también puede reescribirse en
términos de B-Spline N/*** de grado n + 1

s() = ZidN (W) (22)
Sobre la secuencia de nodos @; obtenida a partide a; elevando

la multiplicidad de cada nodo en uno, tal como se ilustra en la
Fig. 4

B
E -

Fig. 5 Secuencia de nodos para la elevacion de grado.

El teorema fundamental [31] se obtiene que

dj = Sr[aj+1» S aj+n+1] (23)
1 ~ A% A
= n__'_lz?]::% Sr [aj+1l ey al*ct aj+n+1]

Donde s, [uq, ..., Uy] Y Sy [Uq, ..., U1 ] representan las formas
polares en n y n+ 1 variables, respectivamente, de un
segmento polindmico del Spline s(u) que depende de d;. Cada
punto

Sr [aj+1: s A aj+n+1] (24)
Se puede calcular por medio del algoritmo de Boor

. Y . .y n—-1
generalizado, requiriéndose de la insercion de a lo sumo [T]

nodos. Para el caso de un Spline cubico uniforme, este
algoritmo fue descrito por primera vez en [42] para dos
segmentos y en [43] para cinco segmentos.

I1l. IMPLEMENTACION DE PYTHON

A continuacién, se mostraran las clases definidas en
Python.

A. Bases B-Spline

La base para construir curvas y superficies B-Spline se
deriva de las funciones base B-Spline, como se ha definido
matematicamente. Se utiliza la clase "Bases_curves", que posee
dos atributos principales: N 0y N_p. El primero define la base
B-Spline de grado 0, mientras que el segundo permite la
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algoritmo().vector(n, k)
algoritmo().a_0ij(i, j, x, y)
algoritmo().a_kij(i, j, p, X, y)
algoritmo().elevation(n, k, x)
construccion de bases B-Spline de grado p. El funcionamiento
de estos atributos se expresa de la siguiente manera:

Donde:

t representa la secuencia de nodos.

i es el indice del nodo correspondiente.

u es el valor de la variable en la funcion B-Spline.
p indica el grado de la base.

Esta estructura permite la representacion y manipulacion
de curvas y superficies B-Spline con flexibilidad y precision en
aplicaciones de modelado geométrico.

B. Curvas B-Spline

La clase "BSpline_curve" permite obtener los puntos de una
curva B-Spline a través de sus dos atributos: curva y curval. A
continuacion, se muestra el funcionamiento de la clase con sus
atributos:

Ambos atributos dependen de cuatro parametros:

pts representa los puntos de control.

nod corresponde a los nodos.

p es el grado de la curva.

u es el valor de la variable en la curva B-Spline.

Aunque los atributos curva y curval parecen similares,
presentan una diferencia clave: en curva, el parametro u solo

generation_data(P1, P2, PO, p, q).data_directionU()
generation_data(P1, P2, PO, p, q).data_directionV()
generation_data(P1, P2, P9, p, q).data_bilineal()
generation_data(P1, P2, PO, p, q).data_coons()
acepta un valor numérico, mientras que en curval, dicho
parametro puede ser una lista de valores numéricos.

C. Superficies B- Spline

La clase BSpline surface permite obtener los puntos de una
superficie B-Spline, con un funcionamiento similar al de la
clase BSpline curve, como se muestra a continuacion

La definicion de superficies B-Spline se basa en la suma del
producto entre los puntos de control y dos funciones base B-
Spline, una asociada a la variable u y otra a v. Para ello, la clase
requiere el pardmetro data, que representa los puntos de control
organizados en una matriz donde cada elemento es un punto.

Asimismo, nodl y nod2 corresponden a los nodos de cada
funcién base, mientras que pl y p2 indican los grados de las
funciones B-Spline. El atributo superficie acepta los parametros
u 'y v como valores numéricos individuales, mientras que en

procesar, estos parametros se manejan como arreglos
bidimensionales, es decir, matrices.
D. Algoritmos Adicionales

La clase algoritmo contiene cuatro atributos clave en la
generacion de mallas para superficies de Coons: vector, a_0ij,

Bases_curves(t).N_0(i, u)
Bases_curves(t).N_p(i, u, p)

a_kij y elevation.

El atributo vector acepta dos parametros, n y k, donde k <
n, y se utiliza para construir nodos abiertos. Los atributos a_0ij
y a_kij estan relacionados con el algoritmo de Oslo, en el cual i
representa el indice del nodo x y j el del nodo y.

Finalmente, el atributo elevation tiene tres parametros: n,
que representa el grado al que se elevara la base, k, que es el
indice del nodo abierto, y X, que define la posicion del nodo en
la estructura.

E. Generacion de Data para las superficies de Coons

Las superficies de Coons se obtienen mediante interpolaciones

BSpline_curve().curva(pts, nod, p, u)
BSpline_curve().curval(pts, nod, p, u)

lineales entre pares de curvas, combinando dos superficies
regladas y restando la superficie bilineal formada por los cuatro
puntos de interseccion. Para su representacion, se emplea la
clase generation_data, que cuenta con cuatro atributos clave:
o data_directionU(): Matriz de puntos para la superficie
reglada en direccion u y sus nodos.
o data_directionV(): Similar al anterior,
direccion v.
o data bilineal(): Matriz de puntos para la superficie
bilineal con sus nodos.
e data_coons(): Retorna la malla de puntos para graficar
la superficie de Coons con sus respectivos nodos.
Su implementacion se expresa de la siguiente forma

pero en

Donde P1 y P2 son listas de curvas en funcion de los
parametros u'y v, respectivamente, mientras que PO contiene los
cuatro puntos de interseccion de las curvas fronterizas. Los
parametros p y q representan los grados de las curvas enuy v.

Las  matrices  generadas  por  data directionU,
data directionV, data bilineal y data coons tienen
dimensiones proporcionales al nimero de puntos en las curvas
de entrada, estructurandose como: (tamafio de P2 x tamafio de

BSpline_surface(data, nodl, nod2, pl, p2).superficie(u,
v)
BSpline_surface(data, nodl, nod2, pl, p2).procesar(u,
v)

P1) en todas sus combinaciones.
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F. Clase para graficar Superficies B-Spline

Con las clases definidas, es posible graficar superficies de
Coons utilizando curvas B-Spline. A continuacién, se detallan
los parametros requeridos por la clase para su visualizacion:

my_grafical = BSpline_superficie3D_graph(data, nodl,
nod2, pl, p2)
my_grafical.grafica(enmallar,
cur, **kwargs)

pts_ctrl, superficie,

Primero, se inicializa la clase BSpline superficie3D graph,
donde los pardmetros representan la data o malla de la
superficie B-Spline, junto con los nodos y sus respectivos
grados que definen cada funcion base. Luego, el atributo grafica
permite visualizar la superficie.

Los parametros enmallar, pts ctrl, superficie y cur son
booleanos que determinan si se incluyen en la grafica el
mallado, los puntos de control, la superficie y la curva,
respectivamente. Ademas, el parametro kwargs permite agregar
opciones adicionales para la  visualizacion, como
colorscale="viridis' o showscale=False, entre otras.

I1l. CONSTRUCCION DE SUPERFICIES DE COONS

A. Primera superficie de Coons

A continuacion, se presentan los puntos de control de las curvas
en los parametros u y v, almacenados en Pl y P2,
respectivamente. Los cuatro puntos de interseccion de las
curvas estan definidos en PO:

P1 = np.array([[[e, @, @], [1/2, @, @], [3/2, @, @],
[3/2, e, 11, [7/2, o, 1], [7/2, o, @], [9/2, @, @],
[5, e, e]],[[e, 5, e], [1, 5, @], [2, 5, @], [2, 5,
1], [3, 5, 1], [3, 5, @], [4, 5, @], [5, 5, @]]])

P2 = np.array([[[e, @, @], [0, 1, 1/10], [0, 5/2,
3/10], [o, 4, 1/10], [0, 5, ©]]1,[[5, @, @], [5, 1,
1/1e], [5, 5/2, 3/1@], [5, 4, 1/1@], [5, 5, @]]])

Pe = np.array([[[e, @, @], [5, @, @]],[[e, 5, @], [5,
5, 0]11)

A continuacion, se llama a la clase generation data con su
atributo data_directionU para generar la malla de puntos:

mi_data, nodl, nod2 = generation_data(P1, P2, PO, 2,
2).data_directionU()

Para graficar la superficie reglada definida por las curvas del
parametro u, se emplea el siguiente codigo:

Fig. 6 Curvas Fronteras para la primera superficie de Coons

Este procedimiento permite visualizar la superficie reglada
generada a partir de las curvas de control.

Fig. 7 Primera generacion de malla de puntos y su superficie reglada

Para graficar la segunda superficie reglada, se sigue un
procedimiento similar al anterior. Se llama a la clase
generation_data con su atributo data_directionV:

mi_data, nodl, nod2 = generation_data(P1, P2, PO, 2,
2).data_directionV()

Luego, se grafica la superficie reglada definida por las curvas
en el parametro v utilizando el siguiente codigo:

Curvav = BSpline_superficie3D_graph(data=mi_data,
nodl=nodl, nod2=nod2, pl=2, p2=2)
Curvav.grafica(enmallar=False, pts_ctrl=False,
superficie=True, cur=True,

colorscale="'viridis', showscale=False)

Este proceso permite visualizar la segunda superficie reglada
generada a partir de las curvas de control en la direccion v.

Fig. 8 Segunda generacion de malla de puntos y su superficie reglada

Para graficar la superficie de Coons, se utiliza el atributo
data_coons de la clase generation_data para obtener el mallado:

curval = BSpline_superficie3D_graph(data=mi_data,
nodl=nodl, nod2=nod2, pl=2, p2=2)
curval.grafica(enmallar=False, pts_ctrl=False,
superficie=True, cur=True, frontera=True,
colorscale="viridis', showscale=False)

A continuacion, vamos a mostrar las curvas fronteras, ver Fig.
6 que se utilizaran para la construccion de la superficie, donde
estas curvas su importancia se explica desde la Fig. 1.

mi_data, nodl, nod2 = generation_data(P1, P2, PO, 2,
2).data_coons()

Luego, se emplea la siguiente instruccion para generar la
visualizacion de la superficie:

Coonsl = BSpline_superficie3D_graph(data=mi_data,
nodl=nodl, nod2=nod2, pl=2, p2=2)
Coonsl.grafica(enmallar=False, pts_ctrl=False,
superficie=True, cur=True,

colorscale="viridis', showscale=False)
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Este proce.dlmlento permite obtener la representacmn.ﬁnal de T = nparray([[[0, 0, 01, [1/2, 0, o], [3/2, o, o],
la superficie de Coons con el mallado generado a partir de los [3/2, 0, 1], [7/2, @, 1], [7/2, @, @], [9/2, @, @],
datOS de COntrOl. [5) 0) 9]], [[0,‘ 5) 0]) [1) 5) 0]) [2)5)0]) [2) 5)'1],'
[3J 5: '1]: [3J 5: 0], [4) 5; 0]: [5, 5) 0]]])

P2 = np.array([[[e, ©, @], [0, 1/2, 1/10], [0, 3/2,
3/1e], [e, 3/2, 13/1e], [e, 7/2, 13/1@], [@, 7/2,
3/16]-' [01 9/2J 1/19].' [0) 5) e]]J [[5) e) e]) [SJ 1}
‘1/16]1 [5; 2; -3/10], [5; 2; '13/10]: [SJ 3: -13/19],
[51 3: '3/10]1 [5J 4J '1/10]) [5J 5: @]]])

PO = np.array([[[e, @, @], [5, @, @o]], [[e, 5, @], [5,
5, 0]11)

Fig. 9 A partide del enmallado de puntos se obtiene la superficie Coons
Las curvas fronteras generadas son, ver Fig. 12

B. Segunda superficie de Coons

A partir del ejemplo anterior, consideremos ahora la siguiente
Data

P1 = np.array([[[e, @, @], [1/2, @, @], [3/2, @, @],

[3/2, e, 1], [7/2, e, 1], [7/2, e, @], [9/2, e, @],

[5, o, @]], [[e, 5, @], [1, 5, @], [2, 5, @], [2, 5,

;;,=[i;.2;P;§Z[%?é,sé,egi,[?6,51/23)1Eié]?’[g}]%jz, Fig. 12 Curvas fronteras para la tercera superficie de Coons
3/1e], [o, 3/2, 13/10], [e, 7/2, 13/10], [, 7/2,
3/1e], [e, 9/2, 1/1e], [e, 5, @]], [[5, @, @], [5, 1,
1/1e], [5, 2, 3/1e], [5, 2, 13/1e], [5, 3, 13/1e0], [5,
3, 3/1e], [5, 4, 1/1e], [5, 5, @]]1])

PO = np.array([[[6, @, @], [5, @, @]], [[e, 5, @], [5,
5, 0]11)

El enmallado y la superficie de Coons resultante es, ver Fig. 13

Sus curvas fronteras a partir de estos puntos son, ver Fig. 10

Fig. 13 Superficie de Coons a través de dos enmallados de puntos
D. Cuarta superficie de Coons
Finalmente, se considera los puntos
P1 = np.array([[[e, @, @], [1/2, o, @], [3/2, @, @],
[3/2) 0) 1]) [7/2) 0) 1]) [7/2) 0) 0]) [9/2) 0) 0]1

Fig. 10 Curvas fronteras de la segunda superficie de Coons [5, 0, 011, [[, 5, 0], [1, 5, ], [2. 5, @], [2, 5,

. . 1], [3, 5, 1], [3, 5, o], [4, 5, @], [5, 5, ©
Para graficar las dos superficies regladas y la superficie de P; =[np.ar‘r‘a)]/([E[0 P g] [[0 1/2] -5/10] [é]];/z ;
Coons, se sigue el mismo procedimiento detallado 3/10], [@, 3/2, -13/10], [0, 7/2, -13/10], [0, 7/2, -

3/1e], [e, 9/2, -1/1e], [e, 5, @]], [[5, @, @], [5, 1,
-1/10], [5, 2, -3/10], [5, 2, -13/10], [5, 3, -13/10],
[5J 3: '3/10]: [5J 4: _1/10]) [5, 5: 0]]])

Pe = np.array([[[e, @, @], [5, @, @]], [[e, 5, @], [5,
5, 0]11)

anteriormente.

Donde las curvas fronteras son, ver Fig. 14

Fig. 11 Superficie de Coons a través de dos enmallados de puntos

C. Tercera superficie de Coons

Ahora consideremos la siguiente lista de puntos
Fig. 14 Curvas fronteras para la cuarta superficie de Coons

El enmallado y la superficie de Coons resultante es, ver Fig. 15
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Fig. 15 Generacion de superficie de Coons a través de dos enmallados de

puntos

IV. DISCUSION

En este estudio se evidencia la efectividad de Ia
representacion de superficies de Coons mediante B-Spline en
Python, permitiendo una mayor flexibilidad y continuidad en el
modelado geométrico. La implementacidn en Jupyter Notebook
facilitd la visualizaciéon y manipulaciéon de estas superficies,
proporcionando una plataforma accesible para el analisis de
interpolaciones y la construccion de mallas de control.

Desde el punto de vista computacional, la utilizacion de
funciones base B-Spline mejora la precisién en la aproximacion
de superficies, optimizando su continuidad sin necesidad de
estructuras adicionales. No obstante, el principal desafio radica
en la complejidad computacional al incrementar el grado de las
funciones base, lo que puede afectar el rendimiento en modelos
de gran escala. Sin embargo, técnicas como la insercién de
nodos y la elevacidn de grado permiten un control mas refinado
sobre la forma y suavidad de la superficie, mitigando estos
efectos.

En términos aplicados, la conversion de superficies de
Coons a B-Spline abre posibilidades en areas como el disefio
geométrico asistido por computadora (CAGD), la simulacion
en ingenieria y la animacion digital. La compatibilidad con
herramientas de modelado paramétrico y la capacidad de
interpolar datos dispersos refuerzan su aplicabilidad en
contextos industriales y académicos. Ademaés, se propone un
modelo de integracidn entre conceptos matematicos avanzados
y herramientas computacionales accesibles, promoviendo asi
un aprendizaje interactivo y practico, ya que, no solo facilita la
ensefianza de conceptos de programacion, sino que también
mejora la preparacion profesional de los estudiantes al
integrarse con tecnologias innovadoras.

V. CONCLUSIONES

En nuestro estudio, la representacién de superficies de
Coons mediante B-Spline en Python se presenta como una
alternativa eficiente y flexible para el modelado geométrico.
Esta metodologia permite mejorar la continuidad y precisién de
las superficies, facilitando su implementacion en disefio
geometrico asistido por computadora, simulacién y ensefianza.
Los resultados evidencian que la conversion a B-Spline
optimiza la interpolacién y el control sobre la geometria sin
requerir estructuras adicionales. Sin embargo, el aumento en la
complejidad computacional sigue siendo un desafio, mitigable
mediante técnicas como la insercién de nodos y la elevacién de
grado. Se sugiere optimizar el rendimiento computacional y

explorar la integracion con NURBS para ampliar su
aplicabilidad en modelado avanzado.
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